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トーラス及びnilmanifold上の双曲型
自己準同型写像の周期点について

佐藤 俊

序．
微分可能な力学系の例として,Morse-Smale力学系とともに,Anosov
力学系が代表的なものとしてよく知られ，多くの結果が得られている．後
者では,A.Manning[3]によって, infranilmanifold上のAnosov微
分同相写像は全て， 双曲型自己同型写像(hyperbolic infranilmanifOld
automorphism;以下Hyp.Auto. と略す.）に位相共役であることがわか
り双曲型写像の重要さが認識されるようになった．その証明の中で主要な
役割を果たしたのがJ.Franks [2]の〃1-diffeo. という概念であった．
さらにJ.Franksは同じ論文の中で，双曲型自己準同型写像(hyperbolic
endomorphism;以下Hyp.Endo. と略す.)の定義を述べ,",-covering
という概念を示した．著者は修士論文において，〃1-coveringに関するい
くつかの結果を得たが， ここではT・BanchoHとM.Rosen[1]がト
ーラスT'zとnilmanifold上のHyp.Auto.の周期点を具体的な形で述
べたのにならいT"上のHyp.Endo.の周期点について調べ,T"上に稠
密に存在することを示す． 又nilmanifold上のHyp.Endo.の例を作り，
それらの周期点について十分条件を上げる．

1．

まず， ［2］に従ってT"上のHyp.Endo・を定義する．
定義／をGL(",R)nM(",Z)からえらぶ.標準的な商空間への写像
かR"－→T"=R"/Z"を考えると7から自然な方法でT"上の写像／が
えられ，次の図を可換にする．

了
R"-R"

'1 1'
T”－－→T泥

／
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このとき， 7が絶対値lの固有値をもたないとき／をトーラス上の双曲
型自己準同型写像とよぶ．
ここで,T"上の点を［苑］で表わすことにする．但し, "はR"の点で，

[%]=p(") となるものとする． まず，必要条件として次がわかる．
補題1． （[1]） もし［邦］が／の周期点なら，即ちある自然数"があ
って／犯["]＝[幻となるなら〃EQ"である．
証明／"[難]＝["］より明らかに(.rm-1)"EZ". 了の固有値より

det(/汎－I)キOだから, "E(/'"-1)-1z"cQ". (証明終）
そこで， この節ではこれ以降邦EQ凡とし， 郡の各成分は既約分数で書か

れているとしても一般性を失わない． ここで，
d=det7, "="xの各成分の分母の最小公倍数”
としておく．今， のγ :M(",Z)－→M(",Zr)を，各成分を法γの剰余環に
写すことによって得られる環準同型とし， の,.(A)=Aγとかく、 このとき，

の,.({AEM(",Z)ldetA=1(mod7)})={ArEM(",Z,)ldetA,=1}
となるが， これをSL(",Z,)と表わすと， これは有限乗法群である. (付録）
さて，周期点であるための十分条件を次の補題で調べる．
補題2． （‘,”＝1なら［邦］は周期点．
証明． （瓜”＝1という仮定からFermatの,｣､定理を使える． 即ち， γ

を素因数分解して, "=P1i1P2A2…P〃ｽ応となったとすると, Eulerの関数
だ

'("=jII(1-1/Pi)を用いて，み(r)=1(mod”となる．そこで9=/'("j＝l

とすると, det9=1(modりであり，従って'ESL(",Z”．有限乗法群の
性質より自然数班が存在して， ｡γ7処＝〃とすることができる．従って
の『('加一り=qrm-"=O『となり, '疵－1の各成分は''の倍数となる． よ
って（'畑－I)(x)EZ"即ち/"(")[Jv]=[x]. (証明終）
以上の結果から， この節の主目的である次の定理が得られる． ここで／
の周期点の集合をPer(/)であらわす．
定理/:T"－→T泥がHyp・Endo.ならPer(/)はT'‘で稠密．
証明. ["]ET郷を任意の点とし, e>0をかってにえらんだとき，

"ER"のe近傍に周期点が存在することを示せば十分である． まず，
1/"<e/､/万なる素数γをえらぶ．つぎに苑の各成分について，
|娩一",/"|<e/､/万となるような整数〃愈をえらべば("j,/角…, ""/りな
る点はrのe近傍の点で，補題2． より周期点である． （証明終）
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系1． 非遊走点の集合Q(/)=T".
証明. Q(/)aPer(/)かつQ(/)は閉集合であることより明らか. (証

明終）
注意1．補題1． の条件は，十分条件ではない．

（譜)&…~ "-㈱ノー

なる点はｱ(x)=(f) となり, T"上でば,点/["]ば不動点である従
って， ［r］は周期点でない．
注意2.補題2．の条件は，必要条件ではない．上の/~を使うと，

det/=3だ力:鰯=㈹な為点は/2["]=["].
2．

やはり ［2］に従ってnilmanifold上のHyp.Endo.を定義すること
からはじめる．

定義了を単連結ベキ零リー群G上の自己同型とする． rをGの一様離
散部分群とし7(r)Cl~' となったとする． ここで標準的な商空間への写像
かG→G/1~'を考えると／から自然な方法でnilmanifoldG/I~'上の自己
準同型写像／が得られ，次の図を可換にする．

／
G-－→G

力’ ｜′
↓ ↓

G/r－→G/l~'
／

このときGの単位元eにおける/．のリー微分が絶対値1の固有値をもたな
いとぎノをnilmanifold上の双曲型自己準同型写像とよぶ．
上で/(Z~')=r『 となるときブはHyp.Auto・ となるがその具体的な例を
S.Smale[4]が作っている． ここでは，そこで上げられたり一群を利用
してHyp.Endo.の例を作って象た．
実6次元リー群Gの元Xは，

（澱);恥-(鞭)"壽'~”(1) X=

そのリー環9の元Aは，
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（糊泥"-(I"|'-L"(2) A=

と表わされるとする． ’’
更に9の格子I~'0の元Aを(2)でαj, 6j, cjEZ[,/~W]かつGalOis自己同
型ぴ:Q(v百)→Q(v百), (p+9V百)｡=p-9v百を用いて, C2==(Z1",
62=6,｡, c2=c,dとなるものとする．即ち

I3' A=(:~l･) ;Aの成分はZ[ｿ言]の元
”

このとき, exp:9→G,expA=EAm/''z!によってI~'0はGの一様離
加＝0

散部分群I~'=exp(Z~'0)に写される.X=expAを具体的に求めると，斑＝
expA, として

燗);忍薑(蛎非‘"）(4) X=

と表わされる．逆にeXpの逆写像
log:G→8によってZ~'の元XはZ~voの元A=logXに写され，
A1=log麺として

（:‘:押壽(朔-鱸"）(5) A=

と表わされる． このとき(3)より,XEI~' とは

(6) "I="2.EZ[v百], y,=y2｡EZ[v百］
Z1－兆1yl/2=(Z2-X2y2/2)｡EZ[v百］

となることと同じである．
以上の群Gとその一様離散部分群I~'からコンパクトなnilmanifoldG/r
が得られる．次にHyp.Endo.を構成すると，
例

スー6＋3,/百とする．次の(7)で定まる9上の一次変換Fを考える．
α,一ｽα， α2－〃α2

（7） 6，－→】26‘ 62－→(〃)262 、
C1－→13C1 C2-→(1･)3c2

この一次変換によってリー群G上に自己同型/. :G→Gが定まり， 更に
/(Z~')Cl~' となる．何故なら(7)とexpより，7の変換は次の(8)で定まる．
具体的にexp｡Fologを計算すると，
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兆,一ｽ妬， 苑2－〃妬2

(8) y,-→ｽ2y, y2－→(1･)2y2
, , zi－→ｽ3Zi Z2-→(1｡)3z2
そこでXEI~'をとると,7(x)の成分が(6)を満たすからである．即ち，

（ｽ’苑2)｡＝砥2"＝A刀,EZ[,/~F]
((1｡)2y2)｡=ｽ2y2｡=ｽ2y,EZ[,/~g]
（(ｽ")3z2-ルX2(1｡)2y2/2)'=i3(2,-X,y,/2)EZ[,/g]

よってア(X)EI~'. しかしながら, ス-'=(2－､/~g)/3$Z[､/百]だから/(I~')
二Fとなり， (7)でス>1>〃>0より次の補題が得られる．
補題3． ／からG/I~'上にひきおこされる写像／は双曲型自己準同型

写像となる．
ここで前節と同様にG/rの点を[X]で表わすことにする．即ちXEG

で, [X]=p(X) とする．やはり必要条件として次がわかる．
補題4． もし[X]が／の周期点なら

x=(M") ;xの成分はQ(V~F)の元
となる．
証明. [X]が周期点とするとある自然数池があって, /m[X]=[X],

即ちX-'ﾉ嬢(X)EI~'となる今,y=x-&fw'(x)=(H)として必の
成分を調べると

幌"､"1(Wi:")Y,=

(if{"-""1）（ｽ2,-1)y，

同様に

"-(i (I""1､w"''"-'""）1 （(】')2加一1)y2

よってYEI~' となるためには(6) より，

'"M:縄鰯こ(腱糎憾振邸÷］
又，第三式を整理すると
⑩ (((1")3m-1)z2-((1･)2m-1) ((X｡)m+1)x2y2/2)｡
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＝(ｽ3'"-1)z2"-(ｽ2派－1)(え，凡十1)泥2"y2‘/2）
＝(ｽ3,-1)z1-(ｽ2m-1)(ｽ加+1)x,y,/2eZ[,/~g]

前の二式より邦2｡="',y2"=y』したがって後よりZ2"==21.一方ス那EZ[v百］
より兜,, y,, z,EQ(､/~g) も分かる. (証明終）
そこで， この節でもこれ以降XEGを

x=(M) ;xの成分はQ(ｿ言)の元
とし各成分は既約分数で書かれているとする． 又γをXの各成分の分母
の最小公倍数としておくと，補題2の系として次の周期点であるための十
分条件が得られる．
定理2． （必3)＝1なら[X]は周期点．

証明まず':Q(ｿ盲)-→M(2, Q), 4("+6,/r)=(")なる準
同形を考える． このときスー6＋3,/了に対し

")=(: :)EGL(2,R)nM(2, Z)
で固有値がス>1>1｡>0となり又det('(ｽ))=9となることから，前節補
題2の証明と同様に，ある自然数池があって妙(ｽ)畑一Jの各成分が2γ2
の倍数となるようにできる． このとき，

砂(ｽ)m－I='(ｽ'肌－1)
だからえ，恥－1=p+q,/可でp, qが2γ2の倍数となる． ス2m-1もス3狐－1
もス"‘－1で割れるので[X]の成分は(9), 00)を満たし, /m[X]=[X] と
なる． （証明終）
付録
SL(", Z,)={ArEM(", Z,) ldetA,=1}

＝のγ({AEM(", Z) ldetA=1(modl)})
が有限乗法群であることについて．
《乗法》A,BEM(", Z)でdetA=detB=1 (modりなら

detAB=1 (mod7j
《単位元》〃ESL(", Z)が単位元
《逆元》AEM(", Z)でdetA=1 (modかとする. A=("j")に対し

Aの逆行列ほ""の余因数AM;を用いて,Fd4A(A") と表わさ
れる．
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B=(AM)=detA.A-』 とすると， α雌が全て整数だからA脆‘も整数．
即ち,BEM(", Z). さらにdetBはdetAの相反行列式であるから

detB=(detA)"-'=1 (mod心
従ってBrESL(", Zr). このときAB=BA=detA.Iより，

AγB,=BrA,.=".

《結合法則》は明らか．
一方#M(", Z,.)=γ鰯2>#SL(", Zr)よりSL(", Z,)は有限群である．
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