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連分数展開で表現された
ある種の無理数について

岡野 武

§1 序
まず， この小論において， α,， α2， α3， …; 6,, j2, "3, …はすべて整

数で， α,≧0, "2>0, "3>0, …; 6'≧0, 62>0, 63>0,…であるとする．
G.Nettlerは[1]において，次の定理を証明した．
Nettlerの定理

〃｡＋"｡＋…_,"=6"+ir+fr+__A=",+_L,_1_
は次の条件をみたすものとする．十分大きなすべての自然数〃に対して，

α">6血>α絹')2．
そのとき,A,B,A±B,A/aABはすべて超越数である．
この'｣､論では，上の定理に関連して，次の定理を証明する．

定理

“｡＋"｡＋_…,B=6~+fr+f十一…A=",+_L. 1_
は次の条件をみたすものとする．十分大きなすべての自然数〃に対して，

α"＞6"＞αﾙ唾r').
そのとき,A,B,A±B,A/B,ABはすべて無理数である．
ここで， γはγ＞8を糸たす任意の定数である．

§2補助定理
補助定理1

すべての自然数〃に対して，

A(")="]十弐十k十……+士
B(")=6｣+-lr+fr+……+炭
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とおく、そのとき，次の関係式を得る．
A(")+B(")=",+6,+"2ナル2 "262Fh E3R

a2"2+E3一興+&一及
旦歴 E"_,E@

+E5-F5+……+E"-E! '
E宛＝αQ"6Q"("Q"-s"Q"-,+6Q"-20Q"_,),
恥＝αQ"-26Q"-2("Q"-,"Q"+6Q"_,6Q"),
B(7z)-A(")=6,-(z,+竺二62 "262& G3"4

"2"2+E冒三厩+G4一弘
Ga G"_,"

十瓦一氏十……＋~厩二万丙 ，
G"="Q""Q"('&Q"_2"Q"_,-6Q加－2'Q"-,),
必＝αQ"-26Q"_2("Q"_,"Q腿－6Q"-,6Q"),
4"=2~+'~62－n1a2 a2ji(6,62+1)八 ムノ2B(")-~F』 α26,(b,63+17+-73=./§ ＋ムーム

ム入 Ih_,ﾉ;,
+7;ニノ冒十……＋呪二人 ’

ん="Q"6Ez("Q"_2"BI_｣－0Q"-26Ez-,),
"="Qz-26Rz-2(('Q""P,l-,-0Q"6RI_,),
A(")B(")="46,+且』坐±‘血且±l a262L3 KhZ,(

"262 +Kb=L3+湿一Z,4
KIL5 "_,Z,"

＋腿一Z,5+……＋脇二Z,” ,
KiZ=(LQ"6Q"("Ql-2"P"-1+6Q"-16P"-2),
Z,"="Q"-26Q"-2("Q""R2-,+6Q"_,6P").

以上の結果はNettlerの[1]によるものである．
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(4)

(5）

(6)

補助定理2

C=g,+-坐竺
e2+23+

を補助定理1で与えられたA±B, A/B,ABのそれぞれの連分数展開で
あるとする．
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そのとき，十分大きなすべての自然数〃に対して， α髄＞67↓ ならば，
cQ'<"Q:"である．
ここで， 6は6＞8を桑たす任意の定数である．
証明． (3)、4)， (5)， (6)より，十分大きなすべての自然数”に対して，次

の不等式が成立する．
cQ"=g"cQ"-,+α氾cQ"_2<cQ"-,(α施+en)<cQ"-2(d"-,+2"-,)(d"+e")

〈"…<fi(ぬ+g,)<fi"Q:<"QW'
j=2 j=2

これより，定理が証明された．

補助定理3

{'"}, {9"}, IMM"}はそれぞれ正の整数から成る任意の数列で次の条件
を糸たすものとする．
(i) p,'≦p"+,, q"≦9"+｣ ("=1,2,3,…）
(1) p"+9"<p"+,+9"+, (72=1,2,3,…）
(ii) limZ)"=lim9"=limMMM=Co

〃→“ 允一傍“ 〃一ヶ“

そのとき，有理数α(CY>0)に対して，

｜α-器|<,耀地
を柔たす′"， q勉の組(p", 9")は高々有限個しか存在しない．

証明~,=; (", Qは互いに素な正の整数である) とおく~
la-::|-|6-::|='"W'｣Qq”

αキー必些のとき， ｜〃"一の"|≧’であるから， 十分大きなすべてのれ
97‘

に対して，

｜"-会~|≧念>孟応
となる．
以上により，定理が証明された

§3定理の証明
まず,A,Bは無限連分数だから共に無理数である
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次に,A+Bが無理数であることを示す．
A+B=c=9,+_g竺型L

c2+e3+…･ ･ ･

とおき， 〃≧1に対して，

職+職=登
とおく． ”が十分大きいとき，次の関係式を得る．

|c-:&|≦|A-*|+|B-:;J
<"&4~+了戒"+,<bQえ耐”
〈‘鰯帯,2'oh｡<万玩%Q".

また， 〃が十分大きいとき，次の関係式を得る．
〃

αQ"<(""+1)･'LQ"_｣≦(2α”) ･"Q"_,<…･ ･.<n(2"2)=2"~1"2"3…α”
j＝2

〈2"-』.α"叶志二面+,,(,Fj而皇2)半……牛77'-2("-1)("-2)…”
〈2'‘-‘ ･a"叶古古く2"-‘．α鰍：

ここで， 6は8＜0＜γをゑたす定数である．
これより，

"Q”"'’
α"γ"＞”("－1）

である．補助定理2により，次の関係式を得る．

|c-:&|＜~･k"慧威寵”
ここで，

必=昔2擁｡
とおき, "Q"を評価する．

bQ">67z･bQ"_,>α鱈').bQ"_,>……>(α渇α：二;…α;)'
＞(221+7．31＋72.41+……＋γ泥-3･ (〃－') !y>27"-2.("_1) !
（"≧3）

この不等式より，
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limMM"=○○
刀→“

である．補助定理3により, Cが無理数であることが証明された
続いて,A/Bが無理数であることを示す．

-~=c=.｣+竺旦L22+C3+……

とおき， 〃≧1に対して，

2E里~/塑些=cEn
"Q"/ 6Q,z cQ"

とおく． また， 〃≧3に対して，

職≦2‘"太≦職
であるから， 〃が十分大きいとぎ，次の関係式を得る．

|c-:&|=|÷-:W:|
|$:(A-:;:)+:;:(銭-B)|

＝＝

B(DP"/bQ")

≦曙制半2蝿|兎鐸｜
〈也裸bQl"Q"+｣2

この関係式より,A+Bの場合と同様にA/Bが無理数であることが示
される．
A-B, ABが無理数であることも同様に証明できる．

§4 1つの例

A=22!+#｢+jr+" 1A=221+#｢+2‘‘+"…..+2(2") !+……
B=25'!+~2jl3!~+2;m~+ 1B=25~'!+~2J31-＋25個!＋……+25･(2"-1)!半……

であるとき,A,B,A±B,A/B,ABはすべて無理数である．
証明αれ＝2(2") 1， 6れ＝25． (2"-1)1

であるから， 〃≧3に対して， α郷＞6海である．
また， ”≧2に対して，
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""｣-("2,fW2n=5(:II')>'0（〃－1)logα"－， （〃－1) ・ (2〃－2) ！
であるから，

6">α階－1）
となる． §3の定理により,A,B, A±B, A/B,ABはすべて無理数
である． よって，証明が完了する．
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