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ある種の実数の有理数による
近似について

岡野 武

§1 序

ほとんどすべての実数の有理数による近似についてはKhintchineの定
理がよく知られている．

Khintchineの定理 ｛ﾉ(")}は〃≧"0に対して定義された非増加の正
の数列であるとする．そのとき，

“

(1) Z/(7Z)=OO
〃＝〃0

ならば，ほとんどすべての実数αに対して，

(2) la－割く竿
を染たす互いに素な整数の組（'’9)(9＞0）が無限に多く存在する．
f(")=-L－はこの定理の条件を承たすので，次の系を得る．"log"

系/(72)=n1,,'ig" ("=2,3' …･･･)
とする． そのとき，ほとんどすべての実数αに対して，

~a－:|<竿
を象たす互いに素な整数の組(p,q)(9>0)が無限に多く存在する．
この'｣､論では，上の定理に関連して，条件を少し弱めた｛ﾉ(")｝ （(1)の

条件を除く）を任意に与えたとき，不等式(2)を象たす互いに素な整数の
組(',9)(9>0)が無限に多く存在するような実数αを構成する．次に，
系における／("）について実数αを具体的に，つ求める6 ~

§2定理

定理 {f("z)}は〃z≧"foに対して定義された正の数列であるとする．
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実数αの第〃近似分数を力祁/9冗とし， αの正則連分数展開を次のように
定める．

α＝[0， α,， α2，…， α"，…］
J(9")>0 (9"≧郷0) となる最小の〃をⅣとする．

‘’二1, -,‘繍鵜‘='｡ ‘…>’(六‘) , "寵>}|制("≧jV+3)
であるとする．そのとき,

la－:|<苧
をゑたす互いに素な整数の組(p,9)(9>0)が無限に多く存在する

証明|"-器|<‘卿志‘<士‘蝿坐‘’"<…<聖~ Ⅲ9泥 α沌十'α". . .α’

また， α”の条件から， ”≧"+2に対して，

“‘"…"臓細>/(;噸）
であるから， これらの2つの不等式から次の不等式を得る。

’"-器|</勝） （"≧jV+2)
これより，証明が完了する．

§3 1つの例
ここで，実数郡の整数部分を[x]で表すことにする． §2の定理におい

て，

‘獅叢．=[/(曲.‘)]+1，
”≧Ⅳ＋3のとき，

‘鰯=[子胴]+〕
とおくことにより実数αが1つ確定する. このことを用いて§lのKhint-
chineの定理の系の'("）に対してαを求める．

α'＝1 より 9，＝1
α2＝1 よ.り 92＝2

．こで,/(92)=可壺>0だから』V=2となり, "8=1である
"3=1 より 98=3
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‘‘=['艦器]+'=24 よ' ‘‘=4118
これらよりαは次のように定まる．

Qf=[0, 1, 1, 1, 4, 12, 24, ･ ･.…］
このαに対して，

|"-:|<7,:"
を染たす互いに素な整数の組(p,9)(9>0)が無限に多く存在する
このαが超越数であるかどうかについては未解決である．
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