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W2, i/4を近似するそれぞれの
有理数について

岡野 武

§1 序
3次以上の代数的数の正貝I連分数展開における第〃部分商の形について

は，現在でもなお解明されていない．従って， これらの数それぞれについ
ての最良近似分数を無限に多く求めることは非常に困難に思われる． この
ような問題へのアプローチの第一歩として， この小論において特に：/百と
V可に対してJacobiのアルゴリズムを使い， これらの数各々の近似分数
から成る無限数列を実際に求めることにする．

§2 Jacobiのアルゴリズム
正則連分数におけるEuclidのアルゴリズ､ムはJacobiとPerronによ
って，下記のように一般化された．

1， α{0)，…， α似2， α似］
を〃個の正の実数の組とし， ’以外の”－1個の数はすべて無理数である
とする．次のような邦個の実数の組を無限に多く構成する．

1， α{ｿ)， ”.， α腱2， αﾙ2Ⅱ （し=0， ，，…）
ただし，

α階')＝αﾙｯ)－αﾙｯ） （ん＝1， ･ ･ ･， 〃－1）
α{し)－α{'）

1

α牌)="P)二α{妙）
であり， ここで， α:)＝[αﾙﾂ)]はα:)を超えない最大の整数であるこの
とき，次のような展開を得る．

．{鋤="{刎牛"古“
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α#)=α:)+狸（"=2,…, ”-,）α脚）
次に,漸化式によりA:)を定義する．
A#)=1,A#)=0 (h, ,=0,…， 〃-1;ﾙｷﾚ）
AIW+")=A#)+@{")A#+')+…-卜α舵,A:+"-1)

（ルー0，…， ”－1； し=0, 1,…）

…蕾｡鶚憾";"""分数…す…~
蝿茅-“'’ “=仏…"－．

である．

"#+"M)=｡:) (h=0,…, 72-1; LJ=ﾉ, /+1, …）
であるとき， このアルゴリズムを力〃jo"cαノといい， ノ行の整数の組

1， α{')，…， αA2Ⅱ （し=0，…， ／－1）
をp7'e-〆γjo"といい， また, 7"行の整数の組

1， α{職)， …， α↓kl｣ ("=ノ，…， ノ+"-1)
を〆"0‘という．

B…teinの定理〃, ", 7zは砿の整数で,剣り, "≧3, 1≦‘≦急
(特にD三〃－2）であるとする．

Qw=¥/万万千r7
とおくとき，

1， α， α2，…， αγ‘－1
に対するJacobiのアルゴリズムは〆"odic"/で（〃－1)行のか'c-p"'io(J
とれ行の'"io"を持つ．ただし, d=1のときだけは例外として, ("－1)
行の'"-'"jo〃と1行の〆"io"を持つ．
'γc-,9""は次のような形式である．
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鼎/百， ；/可を近似するそれぞれの有理数について

(W) ("r')"("j2)D｡"に愚,)〃鰯-"'DF("2,)¥

("52) ("r')" (3)子…………………("22)¥("",)¥
また, p"jOaは次のような形式である．

(蝿51） （1）： （:)子………-…--……("22)竿("型,)等
(:) (Y)D (;)D｡ ……"……………("li2)"繩→ ("11,)""-'
(:) (i)D (;)"" ………………………("22)D"" (,,2,)¥
(:) (1)D (;)"' ……-……………(,'22)¥(腿型,)¥

~ ~

2)竿(耀旦,)竿
ズムは〆γio"c"Jで

(;)子 ("且(1)"(;）
系1， W百， ；/可に対するJacobiのアルコ
2行の力γ”〃/”と1行の〆””を持つ．
p"e-'"io"は次のような形式である．

1， 1， 1

1， 2， 3
また, p"jodは次のような形式である．

1， 3， 3

リ

§3定理

，， α{0)＝α＝；/百, [ri0)=Q!2=M/可に対して, §2で定義したA6"),A{'),
A＃)の値を実際に求める~
定理，， ミ/百， ；/可に対するJacobiのアルゴリズムによりAI'),
Af),A;")は次のように表される．

Af)=-,. -､,.l（を,－曹2)(§2－号3)(を3一息)｛('＋吾')'－1(を2－皇）
＋(,＋ど2)"_,(噂3－§,)＋(1＋噂3)ﾂｰ1(を1－号2)｝ （し≧2）

A{')=-,~ ~$ ,- 1（畠一ど2)(曹2－畠)(gs－畠7{(1+a),-2(2+a)(s2－を3)
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十(1＋与2)し－2(2＋§2)(号3－号1)＋(1＋を3)し-2(2＋§3)(ど,一g2)｝ ("≧2）
“)＝－ ’（g1－ど2)(を2一昔3)(‘3－畠）｛(1＋‘1)ﾝ－3(2＋‘1)2(冬2－嘗3）

＋(1＋盲2)"~3(2＋を2)2(を3－と1)十(1＋噂3)ﾂｰ3(2＋冬3)2(噂,一を2)｝ (し≧2）
ここで，

を,＝〃百十$/可， 噂2＝；/百の＋；/工の2， と3＝〃百の2＋;/万①
（の2＋の＋1＝0）

である．

証明Bernsteinの定理の系により
Aﾙﾚ+3)=AI')+3(AI'+l)+A:+2)) ("=0, 1, 2; "=2)

であることがわかる．

AIW+3)－ｶAルリ+2)_":+1)=,,(A:+2)－ヵA:+')-9A:))
をゑたす定数力， 9， γについての関係式は次のようになる・

膳。
これらの式より’' 9を消去して7'についての方程式を作ると，

γ3-3γ2-3γ－1＝0

であり，根は
1＋畠， 1＋誉2， 1＋盲3

である．従って， （'’ 9， γ）は次のようになる．

（', ", ')=(2-‘"‐豈百, '+暑‘)，
（2-噂"-,毒、 , '+‘.)，
（2-‘｡, －，毒｡ , '+層｡）

これらの(', q, ")に対して，

A:+2)－ｶA:+1)-qA:)=γ咳-2(AI4)-pAW)-9Af))
となることを用いてA6')(U=2)を求める． まず, §2の定義より，

AIo)=1,A;1)=0, AI2)=0, AI3)=1,A;4)=3
であるから，

AI'+2)-pAI'+1)-9AI')=γシ－2(3-')=""-'
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となる． 少， 9， γに数値を代入すると次の関係式を得る．

A6,+2)_(2-噂:)4f')+,="A#)=('+"-｣ （1）

AI,+2)_(2-農)AI'+')+禄冨A8')=(1+g2)'-｣ （2）

AI,+2)_(2-誉')Ar')+,=,A8｡)=('+f｡)"-' （3）

(1), (2)， (3)よりAj')は次のように表される．

』;")=層‘些嘗m{('+:')'3=:+":-'-('+"Z=:+g"z=L}号,－92 ど2－§3
1

（畠－22)(g2－皇)(Es－eIT{(1+E')'-'(g2-es)＝二

十(1＋盲2)ﾂｰ'(噂3－噂1)＋(1＋を3)ｿ－1(昌一号2)｝ （"≧2）
A{"),A;') ("≧2)についても同様に求めることができる．
以上により定理が証明された．
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